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1. DREPTE PARALELE iN PLAN

Definitie

Doua drepte a si b se numesc paralele daca ele apartin aceluiasi plan si nu au niciun
punct comun sau coincid.

Daca a este paralela cu b notdam a||b sicu a|f b negatia sa.

Definitie

Daca d, d' si s sunt trei drepte in acelasi plan, iar si intersecteaza pe d si d' in doua
puncte diferite A si respectiv B, atunci s este o secanta pentru d si d'.

Daca doua drepte d si d' sunt intersectate de o secanta S in punctele A si B, in aceste

puncte unghiurile formate se vor grupa cate doua si se vor numi:

Fig. 1

 alterne interne (€1, €2); (23, €4);
 alterne externe (%5, €6); (€7, 48);
« corespondente (€1, €6 ); (€3, €8); (€2, <5); (¢4, 47).
Teorema 1.1.
Fie date doud drepte paralele si o secanta. Dacd o pereche de unghiuri alterne interne

sunt congruente, atunci dreptele sunt paralele.



Fig. 2

Demonstratie

Presupunem ca dreptele d si d' diferite nu sunt paralele = au un punct comun C. Fie
A si B punctele de intersectie ale dreptelor d si respectiv d' cu secanta s, atunci exista un unghi
exterior triunghiului ABC congruent cu un unghi interior neadiacent, deci este contrazisa
teorema unghiului exterior. Cum dreptele au fost presupuse diferite ramane sa fie doar
paralele.

Consecinta

Doua drepte perpendiculare pe a treia sunt paralele intre ele.

In Capitolul 1 s-a aritat exitenta si unicitatea paralelei dintr-un punct exterior la o
dreapta. In continuare, voi arita ce proprietati deriva din relatia de paralelism a dreptelor.

Teorema 1.2

Fie date doua drepte si o secanta. Daca dreptele sunt paralele, atunci fiecare pereche

de unghiuri alterne interne sunt congruente.

i)

Fig. 3
Demonstratie

Fie dreptele a si b incat si presupunem ca unghiurile alterne interne cu secanta s nu

sunt congruente, adicd <xAb#¥Aby — existd o semidreaptd [By' incdt <xAB=<Aby’.

Inseamna, conform teoremei de existentd, ci prin B s-au dus doui paralele la a, ceea ce este

absurd absurd.



Consecinta

Daca doua drepte sunt paralele, atunci fiecare pereche de unghiuri alterne externe
(corespondente) sunt congruente.

Teorema 1.3

intr-un triunghi suma masurilor unghiurilor este 180°.

A
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2

Fig. 4
Demonstratie
Fie triunghiul ABC, prin A se duce o paralela la [BC] rezulta pe secantele AB si

respectiv AC ca <A;=<ABC, respectiv <A;=<ACB. Cum suma unghiurilor din A este 180°

— m(2ABC) + m(<ACB) + m(<BAC) = 180°.
Definitie
Se numeste paralelogram patrulaterul convex care are laturile paralele doud cate doua.
Teorema 1.4

Intr-un paralelogramlaturile paralele sunt congruente.
o o

Fig. 5

Demonstratie

Fie paralelogramul ABCD, atunci avem datorita teoremei 1.2 ca <DAC = <ACB si ca

ZACD = <CAB (unghiuri alterne interne formate de laturile paralele cu diagonala [AC]. Din
cele doud relatii stabilite si AC laturda comuna triunghiurile ADC si CBA sunt congruente
(cazul ULU), rezulta din aceasta ca [AD] = [CB] si [AB] = [DC].

Consecinta 1

Unghiurile opuse intr-un paralelogram sunt congruente.



Consecinta 2

Intr-un paralelogram diagonalele au acelasi mijloc.

Reciprocele teoremelor sunt:

Teorema 1.6

Daca un patrulater convex are doud laturi opuse paralele si congruente, atunci este
paralelogram.

Teorema 1.7

Daca un patrulater convex are laturile opuse congruente doua cate doud, atunci este
paralelogram.

Teorema 1.8

Daca un patrulater convex are unghiurile opuse congruente, atunci este paralelogram.

Teorema 1.9

Daca intr-un patrulater convex diagonalele se intersecteazd una pe alta in parti
congruente, atunci patrulaterul este paralelogram.

Teorema 1.10

Doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente daca sunt ambele ascutite

sau ambele obtuze si sunt suplementare daca unul este ascufit, iar celalat obtuz.
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Demonstratie

In primul caz, cand ambele unghiuri sunt, de exemplu, ascutite, fie X0y si 4x’0’y’

doud unghiuri astfel incat [Ox||[O’x’ si [Oy||[O’y’. Notand [Ox N [O 'y ={A}.

Din [Oy||[O’y’ intersectate de [Ox = “4x0y = 4xAy’ (ca unghiuri corespondente) (1)



Din [Ox || [O’x’ intersectate de [O’y’=> <«xOy’=<x’Q’y’ (tot ca unghiuri
corespondente) (2)

Din (1) si (2) si proprietatii de tranzitivitate a relatiei de congruentd =<4xQy =
Ix’0’y’

Teorema este adevarata si pentru unghiul X"O'y"care este opus la varf cu unghiul
x’O0’y”"=> Ix0y = 4x’0’y’.

In al doilea caz, cand un unghi este ascutit si celalalt obtuz, fie <x; O; y1 ( m<x;01y;1

<90°) si ¥X1’071’y1” (m< X1°01’y1’ >90°) doua unghiuri astfel incat [O1X; || [O1’y1’ si [O1y1
|| [O2’yr’.

Notéand [01X1 ﬂ[ol'yl'z{B}, din [O1y: || [O1’yy’ intersectate de [O,x, = ¥x;0y; =
Ix,BO;’ (ca unghiuri corespondente), apoi din [O1x; || [O1’Xy’ intersectate de [O1’y;’ =
m(£x,BO; ") + m(<x.’O1"y;*) = 180° (unghiuri interne de aceeasi parte a secantei).

Cum <x,01y; = 4x,BO;” = m(2x,01y1) + m(<x; 01" y; ) = 180°.

Definitie

Intr-un triunghi, segmentul ale cirui extremititi sunt mijloacele a doua laturi se

numeste linie mijlocie a triunghiului.

Fig. 7
De exemplu, considerdnd AABC si mijloacele D si E ale laturilor [ AB] si [AC]
putem spune ci [DE] este o linie mijlocie si putem scrie [AD]=[DB] si [AE]=[EC].
Teorema 1.11

Intr-un triunghi segmentul care uneste mijloacele a doui laturi (linia mijlocie) este

paralel cu cea de-a treia latura si jumatate din lungimea acesteia.



Fig. 8
Demonstratie

Fie ABC un triunghi si [DE] linie mijlocie. Facem o constructie ajutitoare. Pe dreapta
DE Iuam un punct F astfel incat [DE] = [EF] siunim pe Acu F sipe D cu C.

in patrulaterul ADCF diagonalele [AC] si [DF] au proprietitile: [AE] = [EC] (din
ipoteza) si [DE] = [EF] (din constructia facuta).

Conform teoremei ,,Dacd intr-un patrulater convex diagonalele au acelasi mijloc,

atunci patrulaterul este paralelogram” = ADCF paralelogram = ADFC si [AD]=[FC].
Cum AD este una si aceeasi dreapta cu DB si [AD]=[BD] (din ipotezd), putem scrie

DBUFC si [DB]=[FC]=DBCF este paralelogram conform teoremei ,Daca intr-un

patrulater convex doua laturi opuse sunt paralele si congruente, atunci patrulaterul este

paralelogram”.

Prin urmare, DEUBC (laturile opuse intr-un paralelogram sunt paralele) si
DE=%-BC (laturile opuse fintr-un paralelogram sunt congruente, [DF]=[BC]), iar

DE = % DF (din constructie).

Observatie

Intr-un triunghi exista trei linii mijlocii.

Teorema 1.12 (reciproca)

Intr-un triunghi ABC, paralela prin mijlocul D al laturii [ AB] la latura [BC] contine

mijlocul E al laturii [AC] si avem DE :% BC.



Fig. 9
Demonstratie

Demonstram mai intai ca [AE] = [EC] folosind metoda “reducerii la absurd”.

Presupunem ca E nu ar fi mijlocul laturii [AC], adica [AE] * [EC]. In acest caz ar
exista un alt punct £’ care sa fie mijlocul laturii [AC] ([AE ] = [E 'C]). Atunci, ar insemna ca
segmentul [DE'] ar fi linie mijlocie in AABC = [DE] || [BC’].

Dar, cum din ipoteza stim ca [DE] || [BC] = prin punctul D ar exista doua paralele

(DE si DE’) la dreapta BC. Acest rezultat contrazice axioma lui Euclid (axioma paralelelor),

deci este absurd = presupunerea facuta este falsa = [AE] = [EC].

Demonstratia partii a doua a teoremei este imediata, deoarece [DE] este linie mijlocie

in AABC si, conform teoremei directe asupra liniei mijlocii intr-un triunghi, linia mijlocie

o : : .. 1
are ca lungime jumatate din lungimea laturii cu care este paralela = DE = > BC.

Definitie
Segmentul care are ca extremitati mijloacele laturilor neparalele ale unui trapez se

numeste linie mijlocie a trapezului.

N
!

B i

Fig. 10
Fiind dat trapezul ABCD, cu [EF] linie mijlocie, acest lucru se poate scrie astfel:

E «(AB),[AE]=[EB] si F (DC),[DF]=[FC].



Teorema 1.13

In trapezul ABCD, [AD] si [BC] sunt bazele, E mijlocul laturii [ AB] si F mijlocul

laturii [DC]. Vrem sa demonstram ca dreptele EF si BC sunt paralele si ca EF = M
A L
B ra
/ -
.—\.\ e
B c o
Fig. 11

Demonstratie
Ne folosim de o constructie ajutitoare. Consideram dreapta determinatd de punctele A

si F care intersecteazd dreapta BC in G (AF(BC ={G}). Triunghiurile ADF si GCF sunt
congruente conform cazului (ULU) pentru ca: <F= <F; (opuse la vérf), [DF]|=[CF]
(ipoteza), «D3= «C3 (alterne interne).

Din AADF = AGCF = [AF|=[GF] (se opun unghiurilor congruente D3 si C3) (1)
[AD]=[CG] (se opun unghiurilor congruente Fy si F2)  (2)

Relatia (1) exprima faptul ca F este mijlocul laturii [ AG]. Cum E este mijlocul laturii

[AB] (ipotezd) = segmentul [EF] este linie mijlocie in AABG = EF [1BG . Dar, BC si BG

sunt un si aceeasi dreapta = EF || BC.

Din teorema liniei mijlocii intr-un triunghi, stim ca EF = % _Cum BG este o sumi
de segmente, putem scrie EF =% . Tinand seama de (2) = EF = BC ; AD .

Teorema 1.14
Fie d, d,, d3 trei drepte paralele, cu secantele comune s si s', care le intersecteaza in
B'C'

punctele A, B, Csi A', B', C', respectiv. Daca A-B—C, atunci E =—.
AB A'B'



Fig. 12
Demonstratie
Fie x= %, y= % . Alegem p si g doua numere naturale.

1) Impartim mai intai pe [AB] in q segmente congruente, ca in figura.

Luam sirul de puncte A = Ao, A1 | A2 ,...,Aq = B in ordinea enuntata, pe semidreapta

[AB, astfel ca lungimea fiecarui segment sa fie AB/q.

2) Luam pe semidreapta [BC un sir de p segmente, de aceeasi lungime AB/q. Capetele

acestora sunt B = By, By, By,...,B.

3) Proiectam fiecare din punctele A; , Bj pe s' dupa directia d', obtinand punctele A" si

. .. BB
Bj' pe s'. Deoarece toate segmentele mici de pe s sunt congruente, avem A_Bp P

q
Cum proiectiile paralele pastreaza congruenta, toate segmentele mici de pe S' sunt
BB P
congruente. Asadar, —- = —
AB q°
P _BC AB

5§ —<X=—=p-—<BC=BB, <BC=B-B,-C
4) Presupunem ci q B P q p p

B —B, —C, deoarece proiectiile paralele pastreaza relatia ,, intre .

AB persi RS
q AB’

Asadar, B'B,"<B'C’, p-

si



Am demonstrat cd daca P < X, atunci P <Yy.

q q

p . P
5) Exact la fel se arata ca daca a <y, atunci a <X

Rezulta din teorema de comparatie ca Xx=Y, ceea ce trebuie demonstrat.
Reciproca acestei teoreme este importantd in demonstrarea paralelismului unor drepte

in plan.

Teorema 1.15 (reciproca teoremei lui Thales)
Fie dy, d;, d; drepte care sunt intersectate de dreptele a si b in A, B, C, respectiv A", B',

AB" atunci da]lds|d.

C' astfel incat E <
BC

\

Fig. 13
Demonstratie
Prin A se ducedreaptad’|]lb = Ded, Eed,.
AA’B’D paralelogram = AD=A'B' (1)
DB’C’E paralelogram = DE=B'C' (2)

AB AD
Din(1)si(2) = —=—.
n(Dsi(2) = z==5

Sa presupunem ca d, nu este paraleld cu d3 = conform axiomei paralelelor ca exista

0 dreapta d’ care trece prin B si este paralela cu ds.

10



d’Nb’= { P} = conform teoremei lui Thales ca AB _AP

PE "

. - . . AB AD AP AD . -
Dar, din ipoteza se stie cd — = — = — = ——, ceea ce este imposibil, deoarece
BC DE PE DE
douad puncte distincte nu pot in acelasi raport un segment dat. Am demonstrat ca dy|| ds.
Pentru a demonstra ca d;|| dy, se considera in punctul C o dreaptad b’|| b si se reia demonstratia
de mai sus schimband notatiile.
Definitie

Triunghiurile AABC si AA'B'C' sunt asemenea daca sunt indeplinite urmatoarele

corespondente:

1. A= 4A’, 4B= 4B’ 4C=<4C;

AB AC BC
2. {AB, AC,BC ional A'B,A'C'B'C'l sau = = .
{ } proportionale cu { } AB AC BC

Teorema 1.16

O paralela la una din laturile unui triunghi determind cu celelalte doud un triunghi

asemenea cu cel dat.

Fig. 14

Demonstratie

Exista trei situatii posibile:

1. A-D-B
2. A-B-D
3. B-A-D

Se va demonstra doar cazul (1), deoarece celelalte cazuri se trateaza in mod analog

cazurilor considerate la consecinta teoremei lui Thales.

11



Deoarece DE||BC = <ADE=<ABC, <AED=%ACB, <«DAE=<BAC (s-a stabilit

corespondenta unghiurilor). Din teorema lui Thales = %:ﬁ:—i Se construieste EF||AB,
Fe(BC) = ~E _BF
AC BC

AE DE _AD AE DE

Deoarece BDEF este paralelogram = (DE)=(BF) si = = = =
AC BC AB AC BC

= AADE ~ AABC

2. DREAPTA PARALELA CU PLANUL

Definitie

Dreapta a este paralela cu planul o daca a este inclusa in & Sau a si @ nu au nici un
punct comun.

Teorema 2.1.

O dreapta a este paralela cu un plan o daca si numai daca exista o dreapta b in planul

a astfel incat dreapta a sa fie paralela cu b.

3

, \ﬂ
[

Fig. 15
Demonstratie
g
Fie bca si a ||a. Presupunem prin absurd ca dreapta a este neparalela cu « , atunci
asi @ au un punct comun = 3 o paraleld unica a' lab —a=a'=>aca si pe dreapta a

exista cel putin doud puncte, ambele continute in « , ceea ce este absurd.

=




Fie a]|a si demonstram, mai mult, ca prin orice punct B din a trece o dreapta b in «
paraleld cu a. Dacd ac a si Bea—=b=a.Dacd aca si Bga, paralela unica prin B la a
este coplanara cu a, deci inclusa in « . Daca afla =¢ si Bea, atunci (a, B) determina un
plan S ce intersecteaza a dupa o dreapta b. Daca a si b ar avea in comun un punct X, ar urma

X ealea, absurd. Deci, a si b sunt coplanare si disjuncte, adica paralele.

Din aceasta teorema, rezultd cu usurinta consecintele de mai jos:
Consecinta 1

Daca a||a si un plan g prin a taie @ dupa o dreapta b, are loc a || b.
Consecinta 2

Daca a||a si B ea, paralela prin B la dreapta a este inclusa in planul « .

Consecinta 3
Daca dreapta a este paralela cu planele distincte « si S, atunci « || f sau af

constituie o dreapta b care este paralela cu a.
Demonstratie

Intr-adevar, dacd aN S =4¢, atunci a||p. Dacd existd un punct Bea (S, atunci
paralela b prin B la a este inclusd conform consecintei precedente in « si in £, deci si in

ap.Dar a) B este o dreapta ce trebuie sd coincida cu b.

3. PLANE PARALELE
Definitie
Doua plane se numesc paralele daca nu au nici un punct comun.

Teorema 3.1.
Fie o si S plane paralele distincte. Daca un plan y diferit de « are intersectie

nevida cu « , atunci y intersecteaza si planul S, iar dreptele de intersectie sunt paralele.




Demonstratie

Fie AcaNp,Bef si Cey—a. Evident A si C sunt distincte. Daca A, B, C ar fi
coliniare, B ar apartine dreptei ACc y , deci ar fi comun lui g si y.

Sa admitem ca A, B, C sunt colineare, deci sunt incidente unui plan & unic determinat.
Fie a, b, ¢ dreptele de intersectie ale planului & cu planele o gi g, deci dreptele b, ¢ sunt
secante intr-un punct D. Urmeaza imediat faptul ca De Sy .

Aceasta teorema stabileste faptul ca in situatia in care se dau trei plane unde doud sunt
paralele, daca al treilea intersecteaza unul atunci il intersecteaza si pe celalalt.

Teorema 3.2. (Criteriul de paralelism al planelor)

Conditia necesarda si suficientd ca planele distincte o si f sd fie paralele este

existenta in « a doua drepte secante a, b, fiecare din ele paralela cu planul £.

Fig. 18

Demonstratie

Necesitatea

Fie o || g si o dreapta arbitrard a — . Daca, prin absurd, a ar intersecta £ intr-un
punct M, intersectia planelor « si £ ar fi nevida, deci plancle o si S ar coincide, in
contradictie cu ipoteza. Deci, @ || f si aca implica a || f.Luéand deci in « 0 pereche
arbitrard a, b de drepte secante sunt dovedite relatiilea || g, b || 5.

Suficienta

Fie a, b drepte secante incluse in & incatal| £, b || f.Sa presupunem prin absurd ca

planele « si # nusunt paralele. Fiind distincte, aceste plane s-ar intersecta dupa o dreapta C.

Datorita axiomei paralelelor nu se poate accepta ca ambele drepte a, b (coplanare cu c)
sa fie paralele dreptei C. Ar urma atunci, de exemplu, ca exista un punct M comun dreptelor a,

c, deci aar intersecta in M planul g, absurd. Singura alternativa ramasa este o. || £ .

14



Teorema 3.3.

a) Oricare ar fi punctul A neincident planului « , exista un plan £ incident lui A, incat o || 5.

b) O dreapta d arbitrara incidenta lui A este paralela cu a daca si numai daca d  f3.

< y

Fig. 19

Demonstratie
a) Fie B in planul « si dreptele distincte @', b* secante in B, incluse in « . Exista prin
A paralele unice a|| a'sib | b'.Planul S ce contine dreptele secante a, b este paralel cu «

conform teoremei precedente.

b) |l<:||
Fie d c B si Aed, planul determinat de d si B intersecteaza « dupa o dreapta d',

rezulta d || d'. Daca nu ar fi asa, atunci a si b ar avea un punct comun, ceea ce este absurd.

=
Fie d incidenta cu A si paralela cu d, atunci planul prin B si d taie @ dupa o dreapta d'

si B dupa o dreapta e. Conform etapei precedente, e || d', iar conform consecintei 1, d || @'.

Pentru a nu contrazice axioma paralelelor se impune e=d, deci d — S

15



Concluzie

Fie a,f si y trei plane in spatiu, acestea se pot afla doar in situatiile:

D, si y auunsingur punct comun.

2) a,f si y au o dreaptd comuna.

3)a || B |y, s-aaratat la teorema 3.2.

4) o || p daca aNy=¢, atunci Sy #¢ si dreptele de intersectic sunt paralele.
Acest fapt s-a dovedit la teorema 3.1.

5 aNp=c, aNy=b, BNy=a. Cele trei plane se intersecteazi doud cite doui si

dreptele de intersectie sunt paralele.

4. DREPTE PERPENDICULARE iN PLAN
Definitie
Doua drepte a si b se numesc perpendiculare si se noteaza a 1 b daca cel putin un

unghi dintre ele este drept.

Fig. 20
Teorema 4.1. Fie o dreapta si un punct care nu este pe ea, atunci exista o dreapta care

trece prin punctul dat si este perpendiculara pe dreapta data.

BI‘

Fig. 21
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Demonstratie
Fie d o dreapta si B un punct care nu este pe d. Fie A si C doua puncte pe d. Conform

axiomei de constructie a unghiurilor, existd un punct Q astfel ca B si Q sa fie de o parte si de

alta a lui d si ZBAC = 2QAC. Din teorema de constructie a segmentelor exista B pe AQ astfel

ca [AB] = [AB']. Deoarece B si B' sunt de o parte si de alta a lui d, BB' intersecteaza pe d

1) G=A. In acest caz = din cazul de congruentdi L.U.L. ci JAGB=4AGB’

= 2AGB=<AGB’. Cum aceste unghiuri sunt cu laturile in prelungire, ele sunt suplementare

si deci fiecare din ele drept, adica BG L. AC, ceea ce Se cerea.

2) G=A. Inacest caz <BGC = <B’GC = siin cazul 1) cd BG L AC, g.e.d.

Teorema 4.2.

Perpendiculara pe o dreapta dintr-un punct exterior este unica.

P

¢ R &

Fig. 22

Demonstratie
Fie d o dreapta si P un punct exterior. Sa presupunem ca existd doud perpendiculare

dinPlad, PQ L dsi PR L d. Fie Sed astfel incat Re(QS), atunci <PRS este unghi
exterior APQR si conform teoremei unghiului exterior <PRS este mai mare decat oricare din
unghiurile  APQR neadiacente lui. Presupunand ca <PQS ar fi fost drept, inseamna ca
valoarea <PRS este mai mare de 90°, ceea ce inseamna ca din P se poate duce o singura

perpendiculara pe dreapta d.

Teorema 4.3.
Fie o un plan, d o dreapta in planul a si un punct P pe d. Exista o singura dreapta in

plan care contine pe P si este perpendiculara pe d.
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F ¢

Fig. 23
Demonstratie

Anterior, s-a demonstrat cand Ped. Fie Ped, Qed = conform axiomei de

constructie a unui unghi, exista un punct R astfel incat < QPR sa fie congruent cu un unghi

drept, adica RP 1.d .
Unicitatea. Daca ar exista doua astfel de semidrepte [PR si [PR', atunci

ZQPR=<QPR' deoarece toate unghiurile drepte sunt congruente. Aceasta ar fi imposibil,

conform axiomei de purtare congruenta a unghiurilor.

Teorema 4.4.

Doua unghiuri cu laturile respectiv perpendiculare sunt congruente daca ambele sunt
ascutite sau obtuze si sunt suplementare daca unul este ascutit si celalalt obtuz.
Demonstratie

I. Vom demonstra mai intai teorema cand unghiurile au varfurile in acelasi punct.

a) Ambele unghiuri sunt ascutite

D
Fig. 24

Fie ¥AOB si ¥COD, unde [ OA L[OD si [ OB L[OC.
Din [OA L[OD = m(%AOB)+m(<BOD)=90° sau m(xAOB)=90° - m(%BOD).
Din [OB L[OC = m(ZBOD)+m(«£COD)=90° sau m(<COB)=90° - m(%BOD).

Observam cad <AOB si <COD au acelasi complement, ceea ce inseamna ca sunt

congruente.
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b) Ambele sunt obtuze

Fig. 25
Fie ¥MON si POQ, unde [OM L[OQ si [ON L[OP.
Unghiurile £MON si <POQ fiind neadiacente = m(£MON)=m(£BOQ)+ m(£QON)
si cum [OM 1 [OQ mai putem scrie ca mM(LMON)= 90°+ m(ZQON).
Pe de alta parte, m(ZPOQ)=m(£PON)+m(ZNOQ), <PON si <NOQ fiind neadiacente
si cum [ON L[OP , mai putem scrie m(<POQ)=90° - m(<NOQ) = suma 90°+ m(<NOQ)
reprezintd atdt masura <MON, cat si a IPOQ = <MON=%POQ.

c) Un unghi este ascutit si celdlalt obtuz.

C

Fig. 26
Fie AOB si ¥COD, m(%A0B)<90°, m(£COD)>90°,[ OA L[ODsi [OB L[OC

Observam ca <COA si <BOD sunt neadiacente deci, putem insuma cele trei unghiuri,

obtinand m(£COD)=m(<£COA)+m(<AOB)+m(<BOD).
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Mai observam ca <AOB are ca unghi complementar <AOC (OB L OC, din ipoteza)

= m(J AOC)+m(J AOB) =90°. (1)
Dar, AOB mai are ca unghi complementar si <BOD (OA_LOD, din ipotezd) =

m(2BOD)+m(ZAOB) =90° (2)

Adunand  relagiile (1) si (2) membru cu  membru, obtinem:
m(£COA)+m(£AOB)+m(«BOD)+m(«£AOB)=180°. Cum suma masurilor primilor trei

unghiuri este chiar masura <COD, putem scrie: m(<£AOB)+m(2COD)=180°, ceea ce trebuia

demonstrat.

II. Sa consideram cazul, mai general, cand cele doud unghiuri nu au varfurile in acelasi

punct.

Fig. 27
Fie <AOB si <CO'D si presupunem ci [OAL[O'Csi [OBL[O'D, cu
m(<£AOB)<90° si m(%£CO 'D)<90°, respectiv m(£AOB)<90° si m(£CO 'D)>90°.

Pentru a demonstra ca <AOB = <CO’D (a) si ca m(£AOB)+m(=CO 'D)=180° (b) nu

este nevoie de o demonstratie speciald. Pentru aceasta, facem niste constructii ajutdtoare, si

20



anume: desendm, de exemplu, in punctul O paralele la laturile <CO’D (conform axiomei

paralelelor, pentru fiecare laturd a <CO’D se poate construi prin O o singura paraleld).
Conform teoremei ,,Doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente daca
sunt ambele ascutite sau ambele obtuze si sunt suplementare daca unul este ascutit, iar celalalt
obtuz” rezultd unghiurile construite cu varful in punctul O sunt congruente sau suplementare
cu ambele unghiuri (valabil pentru ambele figuri).
De aici, demonstratia este aceeasi cu cea facutd in cazul particular cand unghiurile

aveau laturile perpendiculare si varfurile in acelasi punct.

5. DREAPTA PERPENDICULARA PE UN PLAN

Definitie

Fie un plan « si o dreaptd p. Spunem ca dreapta p este perpendiculara pe planul «
daca p si @ au in comun un punct O si p este perpendiculara pe toate dreptele din « .

Teorema 5.1 (criteriul de perpendicularitate)

Daca dreapta OP este perpendiculara pe dreptele distincte OA si OB, atunci OP este
perpendiculara pe planul (OAB).

Fig. 28
Demonstratie
Fie OC = d, d=(OAB), d NAB ={C} si Q incat (PO) = (OQ) si OP L OA, OP L OB,
atunci [OA] si [OB] sunt mediane, inaltimi in triunghiurile APQ si BPQ. Cum (AP) = (AQ),
(BP)=(QB) si (AB) latura comuna, atunci triunghiurile PAB si QAB sunt congruente (L.L.L)
= si triunghiurile APC si AQC sunt congruente = [PC]=[QC]= ACPQ este isoscel. CO

fiind mediana intr-un triunghi isoscel este si inaltime adica CO L PQ sau OP L d. in final, se
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constatd ca ipoteza d()(AB) ={C}nu este restrictivd deoarece A si B pot fi inlocuite cu

simetricele lor 4’ si B’ fata de O.
Consecinta 1
Daca p La si Oe p(a, atunci o dreapta d prin O este perpendiculara lui p daca si

numai daca este inclusa in « .

Demonstratie
Il:"
rs
) 4
ci d’ !
Fig. 29

Fie pLla si O piciorul perpendicularei, d ca, Oed =conform teoremei
precedenteca p Ld.

—

Fig. 30
Fie pla,Oeca, pLd sisepresupuneca d z«.Fie f=(p,d), Oef, Oca =

p si @ au o dreaptd comuna g, g c e, p L g, darp,gsid sunt coplanare in £, deci g = d.
Consecinta 2
Printr-un punct O al dreptei p exista un plan unic « incident lui O incat p

perpendiculara pe « .
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Fig. 31
Demonstratie
Fie f si y doua plane care contin dreapta p. Se duc in O dreptele OA si OB
perpendiculare pe p. Cum OA si OB sunt unice = a =(OAB) este singurul plan care satisface
conditiile enuntate.
Consecinta 3

Printr-un punct O al planului « exista o perpendiculara unica p ridicata in O pe planul

Fig. 32
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Demonstratie
Fie b,cc a, B perpendicular in O pe b si y perpendicular in O pe c. Planele g si y
au punctul O comun = au o dreapta comuna numita p care este perpendiculara pe b si C.
Teorema 5.2

Oricare ar fi planul a si punctul P, exista o dreapta unicd PQ perpendiculard pe

planul « .
F
O oy
Fig. 33
Demonstratie

Cazul P e« afost studiat anterior la consecinta 3 a teoremei 2.5.1.

Fie P ¢ «, existenta a fost dovedita la teorema 2.5.1, ramane de demonstrat unicitatea.

Presupun PO L« si PO'La, O,0'c a. Punctele P, O si O' determind un plan care
taie @ dupa dreapta OO' si PO L OO', PO' 1 OO" absurd deoarece perpendiculara dintr-un
punct la o dreapta este unica = O=0".

Teorema 5.3 (a celor trei perpendiculare)

Fie PA (d) o dreapta perpendiculara pe planul « , A piciorul perpendicularei prin care
se duce o dreapta a perpendiculara pe o dreapta b din a 1in punctul B, atunci PB este

perpendiculara pe b.

Fig. 34
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Demonstratie

Fie PALa=>PAlasi PALb=b.lPA.Darbla=bl(PAa)=b_Ll (PAB).
Cum PBc (PAB) =b 1 PB=PB Lb.

Observatie: Lungimea segmentului PB se numeste distanta de 1a P la b.

Teorema 5.4 (reciproca 1)

Daca PA L «, punctul A este piciorul perpendicularei, b o dreapta oarecare in « incat
PB_Lb, Beb,atunci AB Lb.

Demonstratie

Din PALa = PALb, deci bLPA si cum bl1PB = bl (PAPB)
= b 1 (PAB), ABc (PAB) = b 1 AB.

Teorema 5.5 (reciproca 2)

Fie un plan a si un punct P nesituat in « . Fie b o dreapta inclusa in o, B un punct
incat PB L b, a o dreapta care trece prin B perpendiculara pe b si Ac€a incat PA 1 a, atunci
PAl«.

Demonstratie

Avem b1 PB si bla, atunci b1l (PB,a)=b L (PAB)(conform criteriului de
perpendicularitate) =b 1. PA=PA _1Lb sicum PAla=PAl(a,b)=>PA Ll «x.

Observatie. Lungimea PA se numeste distanta de la P la planul « .

Teorema 2.5.6.

Daca a si b sunt doua drepte distincte perpendiculare pe un plan « , atunci a si b sunt

drepte coplanare nesecante.

Fig. 35
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Demonstratie

Fie planul o si dreptele a, b incat a Ll In A, b L in B. Se considera M €a,
N eb separate de @ = IC € MN e« , conform consecintei 2 a teoremei 2.5.1, 3 un plan g
perpendicular pe MN in C = gNa=c,ce 8, LMN =c LMN si MALa = conform
teoremei 2.5.4 ca AC L ¢ in planul « .

Analog, se demonstreaza ca BC L ¢ si din unicitatea perpendicularei dintr-un punct
pe o dreapta = AC=BC, C € (AB),c L AB = MN si AB concurente determina un plan care
contine dreptele a si b. Astfel, a si b sunt coplanare. Daca a si b ar fi secante intr-un punct P,
s-ar contrazice unicitatea perpendicularei dintr-un punct la un plan.

Teorema 2.5.7

Doua plane perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt paralele.

Demonstratie
Daca ar avea un punct comun, atunci unindu-I cu punctele de intersectie ale celor doua

plane cu dreapta pe care sunt perpendiculare am obtine doud perpendiculare din acel punct pe

dreapta, ceea ce este imposibil.

2.6 PLANE PERPENDICULARE

Definitie

Spunem ca planul g este perpendicular pe planul « si se noteazd f 1 «, daca exista
in £ o dreapta b perpendiculara pe « .

Teorema 2.6.1

Relatia de perpendicularitate a planelor este simetrica.

¥

L

Fig. 36
Demonstratie
Daca f L a, atunci existda b < f incat b 1 «. Dreapta b are un punct O comun cu a,
atunci a1 g =d. Fie y planul perpendicular in O pe d si a=a1y. Cum b_Lld, bcy,
ald. Din bla=alb =—=al(db)=alpf deci existai acasi alf=>alp

(conform definitiei).
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Teorema 2.6.2

Daca planele «, £ sunt perpendiculare, atunci prin orice punct A din « trece o

perpendiculara a pe planul g siaca.

Fig. 37

Demonstratie

Daci «a L S, atunci existd o dreapti BOc S incait BOLa si ap=d.
Presupunem Oed si Bed, pentru A arbitrar in « -d. Fie AC perpendiculara din A pe d incat
C ed . Daca C = O rezulta conform teoremei precedente ca AC L S

Daca C=0, din BOla,aca=BOla=alBO,ald=al(BO,d)
—al(BOC),BCc(BOC)=»alBCald=ala.

Consecinta

Daca planele secante £ si y sunt perpendiculare pe un plan «, atunci dreapta de

intersectie a planelor £ si y este perpendiculara pe planul « .

Fig. 38
Demonstratie

Daca fla,y Lasi fNy=d, atunci d La. Fie Pe By, conform teoremei

anterioare exista dreapta d care trece prin punctul P, perpendiculara pe planul ¢ in A. Daca

Pefg,atunci d c f,daca Pey,atuncidcy,deci dc gy sid La.
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Teorema 2.6.3

Fie o dreaptd a si un plan « . Dacd nu are loc a L «, atunci exista un plan unic S ce

include a si este perpendicular pe « .

=
O

Fig. 39
Demonstratia
Fie Aca si AA'La,A'cea,fe(AA',a), evident S L . Orice plan y ce contine a
si este perpendicular pe @ va contine punctul A si o perpendiculara AA" din A pe a, conform

unicitatii perpendicularei dintr-un punct la un plan AA' = AA", deci y=/4.

Observatie: Dreapta () S se numeste proiectia ortogonali a luiain « .
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